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Résuḿe :

Les valeurs manquantes dans les bases de données posent de nombreuses diffi-
cultés lors de processus d’extraction de connaissances et les propriét́es extraites
sont parfois incorrectes. Nous proposonsà l’aide de calculs meńes dans une base
incompl̀ete de caractériser des propriét́es de la base complète dont la base de cal-
cul est issue. Les propriét́es dek-liberté sontétudíees, elles sont fondamentales
pour le calcul des motifs fréquents, des représentations condensées de ces mo-
tifs et la construction de règles d’association géńeraliśees. Nous donnons pour
les bases de données incompl̀etes une d́efinition de lak-liberté et montrons un
résultat de correction pour cette propriét́e.

1 Introduction

Le probl̀eme de la gestion des valeurs manquantes dans les bases de données est
aussi ancien que l’avènement de ces structures de stockage. Tout comme les techniques
relevant de l’apprentissage automatique, des statistiques ou de l’analyse de données,
celles de la fouille de données peinent̀a prendre en compte ceséléments particuliers.
Pourtant, les dispositifs utilisant les règles d’association sont très populaires, fournis-
santà l’aide d’algorithmes efficaces des connaissances potentiellement intéressantes
et aiśement interpŕetables par les experts. Ces règles et plus ǵeńeralement les motifs
fréquents autorisent la mise en œuvre de méthodes d’exploration des données, comme
la classification supervisée ou non supervisée.

Pŕealablement̀a la mise en œuvre de toute méthode, il est souhaitable d’évaluer la
qualit́e des connaissances extraitesà partir d’une base de données incompl̀ete. En par-
ticulier, toute propríet́e calcuĺee dans une base incomplète se doit d’̂etre coh́erente avec
les propríet́es calcuĺees dans toute base complète dont la base de calcul est issue, et
nous parlerons decorrectionde ces propríet́es. Pour caractériser les bases complètes
possibles, nous modélisons une base incomplète gr̂aceà un oṕerateur de transformation
agissant sur une base complète.

Nous cherchons̀a obtenir dans des bases incomplètes des propriét́es correctes dek-
liberté, centrales pour le calcul des motifs fréquents, des règles d’associations, et plus
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géńeralement desreprésentations condenséesde motifs. En utilisant les d́efinitions clas-
siques dans des données incompl̀etes, les propriét́es calcuĺees sont parfois incorrectes.
Il est souvent impossible de certifier les calculs effectués car les valeurs manquantes ne
permettent pas de déterminer pŕeciśement les supports des motifs utilisés pour rendre
les d́ecisions. Notre travail consiste doncà d́efinir les modes de calculs des propriét́es
dek-liberté dans des bases de données incompl̀etes, puis̀a montrer que les propriét́es
obtenues sont correctes et caractérisent toute complétion de la base incomplète.

La pŕesentation est organisée comme suit : la section2 fournit les pŕe-requis tech-
niques ńecessaires sur lak-liberté des motifs, montre rapidement les déĝats cauśes par
les valeurs manquantes lors du calcul des motifsk-libres et explique notre positionne-
ment pour cette problématique. La section3 définit le calcul des motifsk-libres lors-
qu’il y a des valeurs manquantes. Cette méthode est́evalúee sur des données de test̀a
la section4.

2 Préliminaires

Après quelques rappels de vocabulaire pour la fouille de données, nous introduisons
les r̀egles d’association géńeraliśees et les motifsk-libres. Nous montrons ensuite les
probl̀emes pośes lors de l’extraction de ces motifs dans une base incomplète et termi-
nons ces pŕeliminaires en expliquant notre positionnement faceà ces probl̀emes.

Classiquement, les bases de données d́ecrivent desobjetsà l’aide d’attributsquanti-
tatifs ou qualitatifs. Le format correspondant est qualifié d’attribut/valeur. La table1
montre l’exemple de huit objets décrits par trois attributsX1, X2, X3. Dans le domaine
des r̀egles d’association et plus géńeralement de la fouille de données orient́ee mo-
tifs, les attributs quantitatifs doiventêtre segmentés puis binariśes, afin de disposer de
contextes booléens (cet article ne discute pas de cetteétape).

attributs
objets X1 X2 X3

o1 + → 0.2
o2 − → 0
o3 + → 0.1
o4 + ← 0.4
o5 − → 0.6
o6 − → 0.5
o7 + ← 1
o8 − ← 0.8

TAB . 1 – Base de données au format attribut/valeur.

Nous disposons d’une base de donnéesr sous la forme d’uncontexte booĺeen(A,O, R)
où O est l’ensemble des objetśetudíes,A est l’ensemble des attributs de ces objets
et R est une relation binaire qui indique la présence ou l’absence de chaque attribut
binaire dans chaque objet.R peut être repŕesent́ee par une matrice booléenne mais
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l’on consid́ereraégalement chaque objet comme un sous ensemble deA (par exemple,
o1 = {a1, a3, a5}, que l’on notera sous forme de chaı̂nea1a3a5). Par abus d’́ecriture,
nous noterons|r| pour d́esigner le nombre d’objets der, soit |r| = |O|. La table2 re-
prend notre pŕećedent exemple, òu l’attribut X3 est cod́e par les attributs binairesa5 à
a7.

attributs
objets a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7

o1 × × ×
o2 × × ×
o3 × × ×
o4 × × ×
o5 × × ×
o6 × × ×
o7 × × ×
o8 × × ×

TAB . 2 – Exemple d’un contexte booléenr.

Un motif X est un sous ensemble deA, sonsupportest l’ensemble des objets qui
le contiennent (nous noteronssupp(X) = rX = {o ∈ O | X ⊆ o}) et safréquence
F(X) = |supp(X)| est le nombre d’objet du support. Une règle d’associationclas-
sique(Agrawal & Srikant, 1994) est une expressionX → Y , où X et Y sont deux
motifs. Elle est quantifíee par sa fŕequence, c’est-à-dire celle deX ∪ Y , et sa confiance
qui est la probabilit́e conditionnelle de présence deY dans les objets contenantX, ou
conf(X → Y ) = F(X ∪Y )/F(X). Elle est exacte dansr et nous notons|=r X → Y
quand sa confiance vaut 1.

Par exemple, la règlea7 → a4 est exacte dans les données de la table2 car chaque
objet contenant l’attributa7 contientégalementa4. Du point de vue des fréquences,
F(a7a4) = F(a7).

2.1 Règles d’association ǵenéralisées etk-libert é

Nous consid́erons ici une formegéńeraliséede r̀egles d’association, appeléesrègles
disjonctivesdans (Calders & Goethals, 2003), par oppositioǹa la forme classique. Ces
règles ont la particularité de conclure sur une disjonction d’attributs plutôt que sur une
conjonction. L’utilisation demotifs ǵeńeralisésest ńecessaire pouŕetudier ces r̀egles.
Ces motifs contiennent des attributs booléens maiśegalement des négations d’attributs
booĺeens. Par exemple,Z = {a1, a2, a3} est un motif ǵeńeraliśe, que l’onécrira comme
l’union d’une partiepositiveX = {a1, a3} et d’une partienégativeY où Y = {a2},
chaque partiéetant un motifclassique. Un objeto supporteZ = X ∪ Y si X ⊆ o et
Y ∩ o = ∅ (o supporte la partie positive du motif, mais ne contient aucun attribut de la
partie ńegative). Pour alléger les notations, nous omettrons par la suite le signeunionet
écrironsXY à la place deX ∪ Y .
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La fréquence deZ = XY est fondamentale : si elle est nulle, cela signifie que l’un
deséléments deY est toujours pŕesent avecX, et valide une association géńeraliśee
entreX etY :

Définition 1
Une règle d’association généralisée basée sur Z = X ∪ Y est une expression de la
forme X→ ∨Y où X et Y sont deux motifs classiques. Elle est exacte dans une base
de données r si tout objet de r contenant la prémisse X contient également un attribut
de la conclusion Y . Nous notons |=r X→ ∨Y ⇐⇒ F(XY , r) = 0. La fréquence de
la règle X→ ∨Y , notée F(X→ ∨Y ), est le nombre d’objets contenant X et au moins
un des attributs de Y 1. F(X→ ∨Y ) = F(X)−F(XY ). Sa profondeur est la longueur
de la conclusion.

Le calcul des r̀egles ǵeńeraliśees est complexe et on limitera dans la pratique la lon-
gueur des conclusions potentiellesà un entierk, afin d’éviter l’explosion combinatoire.

Les motifsk-libres, ŕecemment formaliśes par Calders et Goethals (Calders & Goe-
thals, 2003), sont utiles pour calculer les règles d’association géńeraliśees. Ils expriment
l’absence de corrélation entre les attributs qui les constituent. Jusqu’ici, ils ont surtout
ét́e emploýes pour calculer des représentations condensées des motifs fŕequents (Cal-
ders & Goethals, 2002).

Définition 2 (Motif k-libre)
Un motif Z est k-libre dans une base de données complète (sans valeurs manquantes) r
et nous notons kLibre(Z, r) si il n’existe aucune règle d’association généralisée exacte
basée sur Z dans r, soit : ∀X ∪ Y = Z, |Y | ≤ k ⇒ F(XY ) 6= 0.

La k-liberté est une propriét́e anti-monotone et les motifs peuventêtre extraits par
niveaux (Mannila & Toivonen, 1997). Pour d́ecider de lak-liberté d’un motif candidat
à la phase d’examen de la base qui calcule les supports, la fréquence deXY est cal-
culée gr̂ace au principe d’inclusion-exclusion (Jaroszewicz & Simovici, 2002) utilisant
la fréquence des sous-ensembles deXY : F(XY ) =

∑
∅⊆J⊆Y (−1)|J|F(XJ)

Les motifsk-libres ont d’excellentes propriét́es pour ŕesumer les collections de motifs
fréquents. Par exemple, dans la basemushroom (Blake & Merz, 1998), il y a 2, 7 · 109

fréquents de fŕequence 1,426134 1-libres,224154 2-libres2. Au-del̀a dek = 5, le
nombre dek-libres stagnèa 214530, extraits en deux minutes. La difficulté de calcul
des supports̀a l’aide du principe d’inclusion-exclusion est supportable cark reste faible.

Ils permettent́egalement de construire les règles d’association géńeraliśees. En par-
ticulier, le r̂ole des motifs1-libres est bien connu pour calculer les règles d’associa-
tion classiques non redondantes (Bastideet al., 2000; Zaki, 2000). Ces r̀egles sont
constitúees d’une pŕemisseX 1-libre et d’une conclusion qui est la fermetureh(X)
au sens de GALOIS (elle rassemble les attributs présents dans chaque objet contenant
X).

1La définition de la fŕequence d’une règle diverge ici avec la fréquence d’une règle d’association classique.
2également introduits par (Bykowski & Rigotti, 2001) sous l’appellationdisjonction-free sets.
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La mise enévidence de r̀egles ǵeńeraliśees non redondantes est plus complexe et
proc̀ede de deux manières diff́erentes. La première consistèa extraire des motifsX 1-
libres età calculer leurfermeture ǵeńeralisée(Rioult, 2005), rassemblant les motifsY
qui partagent un attribut avec chaque objet contenantX. Pour avoir des conclusions dis-
jonctives non redondantes, on ne conserve que les motifsY minimaux. Cette oṕeration
revient, pour chaqueX à construire les conclusions obtenues par un calcul des traverses
minimales (Gunopuloset al., 1997) des objets contenantX (Rioult, 2005).

Le deuxìeme proćed́e utilise la propríet́e d’anti monotoniede lak-liberté et le forma-
lisme des bordures de la théorie de ce type de propriét́es (Mannila & Toivonen, 1997).
Les r̀egles sont construitesà partir des motifs nonk-libres minimaux, constituant labor-
dure ńegative des motifsk-libres et mat́erialisant l’apparition des corrélations (Rioult,
2005). La bordure ńegative s’obtient soit par les traverses minimales sur les complémen-
taires desk-libres maximaux (Demetrovics & Thi, 1995; Mannila & Räihä, 1986) ; soit
lors de l’extraction desk-libres, ce sont les motifs exclus lors de la phase de géńeration
car ils ne v́erifient pas la contrainte dek-liberté, ou bien leur fŕequence est nulle. SurZ
nonk-libre, on construira une règle d’association ǵeńeraliśeeX→ ∨Y où X est le plus
petit motif inclus dansZ (etY = Z\X) tel queF(XY ) = 0.

Les r̀egles ǵeńeraliśees expriment des corrélations avec un formalisme plus riche que
celui des r̀egles classiques. Des règles positives et ńegatives (Antonie & Zäıane, 2004b),
concluant sur un attribut ou la négation de cet attribut, peuvent ainsiêtre d́eduites et
trouvent leur utilit́e dans la mise au point de méthodes de classification supervisée (An-
tonie & Zäıane, 2004a). Par exemple, la règlea1 → a4∨a5 est exacte dans les données
de la table2 car chaque objet contenanta1 contient soita4, soit a5. Ainsi, on peut
construire la r̀egle positivea1a4 → a5 et la r̀egle ńegativea4a5 → a1. Les motifs
k-libres jouent donc un rôle central pour la classification supervisée.

2.2 Déĝats des valeurs manquantes sur les motifsk-libres

Supposons que certaines variables de notre exemple de la table1 n’aient puêtre me-
suŕees, ignorant par exemple pour certains objets siX1 = a1 ou X1 = a2. Une valeur
manquante apparaı̂t alors et nous utilisons le caractère ’ ?’ pour indiquer que cette
valeur n’est ni pŕesente, ni absente, et ce pourchaqueattribut binaire issu de l’attribut
multi-valué correspondant. Dans notre exemple de la table1, nous avons artificielle-
ment introduit trois valeurs manquantes, afin de simuler le processus réel qui rend les
donńees incompl̀etes. La baser′ résultant de cette opération ainsi que le codage binaire
des sept valeurs manquantes sont indiquésà la table3.

Le calcul du support d’un motif classiqueX dans une base incomplète est aḿenaǵe
de la façon suivante : un objet contientX si tous ses attributs sont présents. Si l’un des
attributs est manquant ou absent, l’objet n’appartient pas au support. La table4 met
enévidence les incorrections introduites par les valeurs manquantes lors du calcul des
motifs1-libres de fŕequence minimale2. La partie gauche concerne l’extraction réaliśee
dans la base complète (table2). Pour chaque motif, nous indiquons sa fermeture. Nous
pouvons par exemple déduire la r̀egle informativea1a3 → a5, présente deux fois dans
les donńees (l’attributa5 est toujours pŕesent avec le motifa1a3).

Comment calculer les supports pour les motifs géńeraliśes, lorsqu’il y a des valeurs
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attributs
objets a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7

o1 × × ×
o2 × × ×
o3 × × ? ? ?
o4 × × ×
o5 × × ×
o6 ? ? × ×
o7 × × ×
o8 × ? ? ×

TAB . 3 – Base incomplèter′ issue der.

X h(X) X h(X) X h(X) X h(X)
a1 a1a3 a5 a1 a1a3

a2 a1a4 a2 a1a5

a3 a1a5 a3 a3 a2a3

a4 a2a3 a4 a1 a2a5 a3

a5 a3 a2a6 a3 a5 a3 a2a6 a3

a6 a3a6 a2 a6 a3a6

a7 a4 a7 a4a7

Base compl̀eter Base incompl̀eter′

TAB . 4 – Liste des motifs1-libres de fŕequence minimale2 et leur fermeture.

manquantes ? La définition 2 ne pŕevoit pas ce cas courant et le problème se pose en
particulier pour d́eterminer la fŕequence deXY . En l’absence de préconisation relative
aux bases incomplètes, nous avons mené les calculs en ignorant les valeurs manquantes,
les consid́erant absentes. La partie droite de la table4 liste les motifs1-libres extraits de
la base incomplèter′. On constate par comparaison avec la partie gauche que le motif
a1a4 n’est plus1-libre. En outre, cette table contient des motifs, par exemplea2a5 et
a4a7, qui ne sont pas présents dans l’extraction obtenue depuis la base originaler :
nous qualifions ces derniers motifs d’incorrects.

Les valeurs manquantes produisent des déĝats à la fois sur les motifs libres et sur
les attributs des fermetures. Concernant un motifX 1-libre, supposons qu’un attributa
appartienne dans la base complèteà la fermeture deX : cela signifie quea est toujours
présent avecX. Si des valeurs manquantes se produisent sura, il existe donc des objets
pour lesquels cette association est rompue :a sort alors de la fermeture deX (déĝat
sur la fermeture) etXa peut devenir libre (d́eĝat sur le libre). Sur notre exemple,a4 est
dans la fermeture dea7 dansr, tandis quea4 sort de cette fermeture dansr′ à cause de
la valeur manquante de l’objeto8. Ainsi, a4a7 est incorrectement déclaŕe 1-libre.

Des exṕeriences sur des données de test de l’UCI (Blake & Merz, 1998) mettent
également eńevidence ces d́eĝats. Partant d’une base complète, nous introduisons artifi-
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ciellement des valeurs manquantes selon une probabilité uniforme. Puis nous extrayons
les motifs 3-libres et mesurons le nombre de motifs incorrects relativement au nombre
de motifs corrects obtenus depuis le contexte original (cf. figure1).

Le nombre de motifs incorrects varie suivant les bases : il est inférieurà 10 % pour les
basespima , wine , liver-disorders , servo et tic-tac-toe (le graphique
correspondant n’est pas reporté). Pour les bases de la partie gauche de la figure, le
nombre de motifs incorrect se situe entre 10 et 90 % de l’extraction de référence. Enfin,
pour la partie droite de la figure, cette quantité monte jusqu’̀a 300 %, ce qui signifie que
pour quatre motifs calculés, trois motifs sont incorrects.

Dans les conditions réelles òu on ne connâıt pas la base complète, il est impossible
de discerner les bons motifs des mauvais, ni de direà l’avance s’il y aurait une petite
ou une grande proportion de motifs incorrects. Notre travail viseà éviter ces d́eĝats en
calculant correctement la propriét́e dek-liberté dans un contexte incomplet.

page−blocks

lymphography

iris

glass

Taux de valeurs manquantes (%)
 0  5  10  15  20

 90

 80

 70

 60

 50

 40

 30

 20

 10

 0

 90

 80

 70

 60

 50

 40

 30

 20

 10

 0

M
o
ti

fs
 i

n
co

rr
ec

ts
 (

%
)

zoo

solar−flare

Taux de valeurs manquantes (%)

 0

 50

 100

 150

 200

 250

 300  300

 250

 200

 150

 100

 50

 0
 0  5  10  15  20

M
o
ti

fs
 i

n
co

rr
ec

ts
 (

%
)

FIG. 1 – Motifs incorrects lors de l’extraction des3-libres dans des bases de l’UCI.

2.3 Position du travail

Si les valeurs manquantes posent des problèmes classiques lors de l’étude des bases
de donńees (Dyreson, 1997; Levene & Loizou, 1999), les contributions dans le domaine
de la fouille de donńees sont peu nombreuses. Arnaud RAGEL (Ragel & Cŕemilleux,
1999) a étudíe l’extraction des r̀egles en pŕesence de valeurs manquantesà des fins
de compĺetion et a propośe de red́efinir les notions de support et de confiance. Plus
récemment, (Nayak & Cook, 2001) expose une ḿethode simple d’imputation, fondée
sur la probabilit́e des diff́erentes valeurs d’un attribut. De cette façon, le support d’un
motif par un objet n’est plus booléen, mais probabiliste. Enfin, (Jamiet al., 2004) cal-
cule dans la partie de la base de données qui est complète des r̀egles de pŕediction pour
les valeurs manquantes. Elles fournissent des intervalles pour les attributs continus.

Nous avons d́ecid́e d’orienter notre travail selon deux grands principes :
– nous ne voulons pas compléter les valeurs manquantes avant d’effectuer l’étape

d’extraction de connaissances car c’est une opération difficileà ŕealiser sans connais-
sance pŕeliminaire.

– nous souhaitons extraire des connaissancesà partir de la base incomplète, sans
la réduireà une quelconque portion complète. Par exemple, nous ne voulons pas
ignorer certains objets sous le prétexte qu’ils ne sont pas complètement d́ecrits.

Nous ŕeserverons donc un traitement particulier pour chaque valeur manquante et ne
ferons pas d’hypoth̀ese statistique concernant le modèle de probabilit́e d’apparition des
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valeurs manquantes. Nous définissons pour celàa la section suivante unopérateur de
mod́elisationdes valeurs manquantes, noté mv(). Cette formalisation est utile car elle
permet de d́efinir une base incomplète comme le ŕesultat d’une oṕeration d’effacement
de certaines valeurs, réaliśee sur une base complète. Dans ces conditions, des calculs
meńes dans une base incomplète peuvent caractériser les propríet́es communes̀a toutes
les bases complètes dont la base de calcul est issue. Celaévite ainsi de consid́erer toutes
les bases originales possibles.

Dans la suite de notre présentation, nous verrons qu’il est, sous ces hypothèses,
possible de d́ecouvrir des connaissances valides dans la base complète, comme cela
avait ét́e signaĺe dans (Boscet al., 2002). Ce principe n’est pas si surprenant : si l’on
consid̀ere que les valeurs manquantes occultent la véritable valeur d’une donnée, les
fréquences d’apparition de certains motifs vont diminuer, car la décision de pŕesence
n’est plus possible pour certains objets. Un motif fréquent d́etect́e par un calcul dans
une base incomplète ne peut donca fortiori qu’être fŕequent dans la base complète.

Nous avons vu (cf. section2.2) que calculer sans précaution les motifsk-libres d’une
base produit des motifsincorrects, n’ayant pas cette propriét́e dans toute complétion de
la base incomplète disponible. Notre travail poursuit le but de définir correctement le
calcul de la propríet́e dek-liberté dans une base de données incompl̀ete et la d́efinition
suivante pŕecise cette notion :

Définition 3 (motif k-correct)
Soit r′ une base de donnée incomplète et mv() un opérateur de modélisation de valeurs
manquantes. Un motif Z est k-correct dans r′ si pour toute base complète r, (mv(r) =
r′)⇒ kLibre(Z, r).

Lorsqu’un motif estk-correct dansr′, on est certain qu’il estk-libre dans toute
compĺetion der′. Or, la propríet́e dek-liberté, expośee à la d́efinition 2 et restreinte
aux bases complètes, ne peut̂etre calcuĺee sans pŕecaution dans une base incomplète. Il
est souhaitable que cette opération fournisse des motifsk-corrects.

3 Calcul de motifsk-libres dans les bases incomplètes

Nous proposons ici une définition de la propríet́e dek-liberté dans une base in-
compl̀ete. Nous montrons qu’elle permet de calculer des motifsk-corrects, c’est-̀a-dire
k-libres dans toute complétion de la base de calcul.

3.1 Oṕerateur de mod́elisation des valeurs manquantes

Comme nous l’avons explicité à la section pŕećedente, notre positionnement sur le
probl̀eme des valeurs manquantes requiert l’utilisation d’un opérateur de mod́elisation
des valeurs manquantes. Celui-ci définit la relation entre une base incomplète et toute
compĺetion possible.



Extraction de propríet́es correctes dans les données incompl̀etes

Définition 4 (Opérateur de mod́elisation de valeurs manquantes)
Soit r = (A,O, R) un contexte booléen. Un opérateur mv() est appelé opérateur de
modélisation de valeurs manquantes s’il transforme une base complète r en mv(r) =
(A,O,mv(R)). La nouvelle relation binaire mv(R) prend ses valeurs dans {present,
absent, manquant} et satisfait les propriétés suivantes, pour tout attribut a deA et tout
objet o de O, et valeur ∈ {present, absent} :

1. mv(R)(a, o) = valeur ⇒ R(a, o) = valeur ;

2. R(a, o) = valeur ⇒ mv(R)(a, o) ∈ {valeur, absent} ;

L’opérateurmv() mod́elise un effacement des données. Dans le cas où une valeur est
manquante dansmv(r), il est donc impossible de connaı̂tre la valeur originale dansr et
c’est une propríet́e de compatibilit́e forte. Quand la valeur est connue dansmv(r), elle
l’est également dans la base complète et c’est la m̂eme valeur. En revanche, la deuxième
propríet́e demv() assure qu’une valeur présente ou absente dansr conservera cette
qualit́e à l’identique dansmv(r), ou sera manquante.

3.2 Désactivation temporaire d’objets

Nous introduisons ici ladésactivationtemporaire d’objets d’une base incomplète, qui
diff érencie d’une part les objets qui supportent ou ne supportent pas un motif donné, et
d’autre part les objets incomplets pour lesquels la décision de support ne peutêtre ren-
due. La d́esactivation permet de quantifier l’écart de fŕequence constaté entre les bases
compl̀etes et incomplètes. En effet, en présence de valeurs manquantes, les fréquences
décroissent. Sur notre exemple (table2), F(a3a5, r) = 3 maisF(a3a5,mv(r)) = 2
(table3). Pour pouvoir calculer correctement la fréquence d’un motifX dansmv(r),
il est ńecessaire de distinguer les objets demv(r) qui ont une valeur manquante parmi
les attributs deX. Ces objets vont̂etre temporairement désactiv́es pour calculer une
estimation desupp(X, r) à l’aide desupp(X, mv(r)), car il est impossible de décider
si oui ou non ils contiennentX.

Nous commençons par définir formellement les objets désactiv́es relativement̀a un
motif classique :

Définition 5 (Objet désactiv́e)
Pour un motif classique X ⊆ A, un objet o ∈ O est désactivé si ∀a ∈ X, mv(R)(a, o) 6=
absent et ∃a ∈ X t.q. mv(R)(a, o) = manquant. Nous notonsDES(X, mv(r)) pour
les objets de mv(r) désactivés pour X .

La figure2 illustre la notion de d́esactivation, en représentant simultańement la base
compl̀eter (sur la gauche) et la base incomplètemv(r) (sur la droite). On suppose que
chaque objet de la moitié suṕerieure de la base contientX et cette moitíe de la base est
reṕeŕeerX . La moitié inférieure est reṕeŕeerX .

Sur la droite, la zone hachurée d́esigne les objets demv(r) qui contiennent des va-
leurs manquantes. Elle est constituée de six ensembles d’objets décrits ci-dessous (leur
composition exacte est indiquée pour notre exemple de la table3, avecX = a2a3) :

Région A : (o2, o5) les objets sans valeur manquante, contenantX ;
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FIG. 2 – Basemv(r) et objets d́esactiv́es pourX.

Région B : (aucun objet dans notre exemple) les objets contenant initialementX, dont
les valeurs manquantes n’occultent pas la présence deX. Ces objets appartiennent
àmv(r)X ;

Région C : (o6) les objets contenant initialementX, dont les valeurs manquantes cachent
la pŕesence deX et constituentDES(X, mv(rX)) ;

Région D : (o8) les objets ne contenant pasX dans la base complète mais qui pour-
raient le contenir avec un remplacement adéquat des valeurs manquantes. Dans
notre exemple, l’objeto8 ne contient pas le motifa2a3 dans la base complète que
nous avons choisie pour exemple et ces objets sont désactiv́es par pŕecaution ;

Région E : (o3) les objets incomplets ne contenantX ni dans la base originale ni après
une quelconque substitution des valeurs manquantes ;

Région F : (o1, o4, o7) les objets complets qui ne contiennent pasX.

À l’examen de la base de données incompl̀etemv(r), les objets seront donc répartis
en trois groupes pour décider du support deX :

RégionsA et B : mv(r)X objets supportantX, malgŕe les valeurs manquantes deB ;

RégionsC et D : DES(X, mv(r)) les objets òu le support deX est ind́ecidable ;

RégionsE et F : les objets qui ne supportent pasX.

La notion de d́esactivation permet de caractériser pŕeciśementà la différence de sup-
port pourX entre la base incomplète et la base complète :

Proposition 1
Soit X un motif classique, r une base de données et mv un opérateur de modélisation
de valeurs manquantes, alors DES(X, mv(rX)) = rX \ mv(r)X . D’un point de vue
fréquentiel, |DES(X, mv(rX))| = F(X, r)−F(X, mv(r)).

Détaillons ce principe sur notre exemple pour le motifa2a3 : ra2a3 = {o2, o5, o6}
et sa fŕequence vaut3. Dans la base incomplète, sa fŕequence n’est plus que2 et
DES(a2a3,mv(ra2a3)) = {o6} : nous avons bien l’égalit́e de la proposition1. Quand
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on ne connâıt pas la base complèter, on ne connâıt pas non plusrX , encore moins
|DES(X, mv(rX))|. Mais cette quantité peutêtre borńee en consid́erant les objets
désactiv́es dansmv(r), car cette base contient plus d’objets quemv(rX). Sur notre
exempleDES(a2a3,mv(r)) = {o6, o8}, à cause de la confusion induite dans l’ob-
jet o8 par la valeur manquante qui touchea3 et a4. F(a2a3, r) est donc compris entre
F(a2a3,mv(r)) etF(a2a3,mv(r)) + |DES(a2a3,mv(r))|, soit entre2 et4.

Pour la suite de l’exposé, il est ńecessaire de définir la d́esactivation pour les motifs
géńeraliśes. Nous utilisons pour cela le principe d’inclusion-exclusion :

Définition 6 (Désactivation ǵenéralisée)
des(XY ,mv(rXY )) =

∑
∅⊆J⊆Y (−1)|J||DES(XJ, mv(rXJ))|.

L’ensembleDES(XY ,mv(rXY )) n’est pas d́efini et c’est pourquoi nous notons la
désactivation ǵeńeraliśee avec des minuscules. Toutefois, elle permet de qualifier la
diff érence de fŕequence d’un motif ǵeńeraliśe entre la base complète et la base in-
compl̀ete.

Proposition 2
des(XY ,mv(rXY )) = F(XY , r)−F(XY ,mv(r)).

Cet écart de fŕequence peut̂etre ńegatif. Lorsque l’association entreX et Y existe
dans la base complète (F(XY , r) = 0), la pŕesence d’une valeur manquante peut
la faire disparâıtre dans la base incomplète (F(XY ,mv(r)) > 0). Dans ce cas, la
diff érence est ńegative. Dans notre exemple,des(a7a4) = 0− 1 = −1.

Concernant les objets désactiv́es pour une associationX→ ∨Y , nous d́efinissons
|DES(X→ ∨Y ,mv(rX→∨Y ))| = |DES(X, mv(rX))| − des(XY ,mv(rXY )). Nous
retrouvons alors pour une association le comportement de la désactivation, analoguèa
celui d́ejà mis eńevidence par les propositions1et2 : |DES(X→ ∨Y ,mv(rX→∨Y ))| =
F(X→ ∨Y , r)−F(X→ ∨Y ,mv(r)).

De plus, un objet est désactiv́e pour une associationX→ ∨Y s’il est d́esactiv́e pour
X, ou s’il contientX mais tous les attributs deY sont manquants. En notantDES(∧Y,
mv(rX→∨Y )X) pour ces objets, nous avons|DES(X→ ∨Y ,mv(rX→∨Y )) = |DES(X,
mv(rX→∨Y ))|+ |DES(∧Y,mv(rX→∨Y )X)|.

3.3 Définition et correction de lak-libert é dans les bases incomplètes

À l’aide de la d́esactivation des objets incomplets, la fréquence deXY dansr peut
être borńee par des quantités calcuĺees dansmv(r) :

Propri été 1
F(XY , mv(r))−|DES(∧Y, (mv(r))X)| ≤ F(XY , r) ≤ F(XY , mv(r))+|DES(X, mv(r))|.

Preuve :
La proposition 2 indique queF(XY , r) = F(XY , mv(r)) + des(XY , mv(rXY )). La
définition de la d́esactivation d’une association permet d’écrire des(XY , mv(rXY )) =
|DES(X, mv(rX))| − |DES(X→ ∨Y , mv(rX→∨Y ))|. D’une part, on a la majoration
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des(XY , mv(rXY )) ≤ |DES(X, mv(rX))|, et donc en retirant la restriction sur la
base de d́esactivation, des(XY , mv(rXY )) ≤ |DES(X, mv(r))|. D’autre part, on peut
décomposer endes(XY , mv(rXY )) = |DES(X, mv(rX))| − (|DES(X, mv(rX→∨Y ))| +
|DES(∧Y, mv(rX→∨Y )X)|) = (|DES(X, mv(rX))| − |DES(X, mv(rX→∨Y ))|) −
|DES(∧Y, mv(rX→∨Y )X)|. La différence|DES(X, mv(rX))| − |DES(X, mv(rX→∨Y ))| est
positive donc on a la minorationdes(XY , mv(rXY )) ≥ |DES(∧Y, mv(rX→∨Y )X)|. Sans res-
treindre la base de désactivation,des(XY , mv(rXY )) ≥ |DES(∧Y, mv(r)X)|. �

Grâceà ces bornes, il est possible de définir la notion dek-liberté dans les bases
de donńees incompl̀etes en bornant la fréquence deXY . La d́esactivation permet cette
opération dans un contexte incomplet et nous définissons pour cela lak-libertédans une
base incompl̀ete :

Définition 7 (k-libert é dans une base incomplète)
– Un motif Z est k-libre dans mv(r) et nous notons kLibre(Z,mv(r)) si et seule-

ment si ∀XY = Z, |Y | ≤ k, F(XY ,mv(r))− |DES(∧Y, (mv(r))X)| > 0.
– Un motif Z est k-dépendant dans mv(r) et nous notons kDepdt(Z, r) si et seule-

ment si ∃XY = Z, |Y | ≤ k, F(XY ,mv(r)) + |DES(X, mv(r))| = 0.

Les notions dek-liberté etk-dépendance sont introduites indépendamment l’une de
l’autre. La section3.4 justifiera cette distinction, car ces deux définitions ne sont pas
contraires,̀a cause des valeurs manquantes.

Notons tout d’abord que dans le cas d’une base complète, la notion dek-liberté selon
notre d́efinition estcompatible avec lak-liberté au sens classique de la définition 2.
Dans ce cas, les ensembles d’objets désactiv́es sont vides lorsqu’il n’y a pas de valeurs
manquantes. C’est un point important pour développer des algorithmes qui travaillent
indiff éremment sur les contextes complets ou incomplets.

La k-liberté dans la base incomplète est relíeeà la k-liberté dans la base complète
grâceà l’important th́eor̀eme suivant :

Théorème 1 (Correction de lak-libert é)
Soit r′ une base de donnée incomplète et mv() un opérateur de modélisation de valeurs
manquantes. Pour toute base complète r telle que mv(r) = r′ et tout motif Z,

– kLibre(Z, r′) =⇒ kLibre(Z, r) ;
– kDepdt(Z, r′) =⇒ ¬kLibre(Z, r).

Les motifs k-libres de r′ sont k-corrects.

Preuve : La propríet́e1 montre queF(XY , r) est borńee parF(XY , r′)−|DES(∧Y, r′X)|
etF(XY , r′) + |DES(X, r′)|. Si la borne inf́erieure est strictement positive,F(XY , r)
est alors strictement positive donc non nulle et le motif estk-libre dansr. De m̂eme, si la
borne suṕerieure deF(XY , r) est nulle,F(XY , r) est nulle et le motif n’est pask-libre
dansr. �

Les motifsk-libres calcuĺes dans une base incomplète avec la d́efinition7sont donck-
corrects, c’est-̀a-dire qu’ils sontk-libres dans toute complétion. Dans (Rioult & Crémilleux,
2003; Rioult & Crémilleux, 2004), cette correction est montrée dans le cas particulier où
k = 1, à l’aide de consid́erations sur la constitution des fermetures au sens de GALOIS.

Ces d́efinitions de lak-liberté et de lak-dépendance permettent de déterminer des
propríet́es vraies dans toute complétion. En cela, nous parlons decorrection de nos
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définitions. Elles sont́egalementcompl̀etesdans la mesurèa elles caractérisent chaque
motif k-libre dans toute complétion :

Théorème 2 (Compĺetude de lak-libert é)
Soit r′ une base de données incomplète. Si Z est k-libre dans toute base complète
r telle qu’il existe un opérateur de modélisation des valeurs manquantes mv() avec
mv(r) = r′, alors Z est k-libre dans r′.

Preuve : Par l’absurde, soitZ k-libre dans touter telle quemv(r) = r′ et nonk-libre
dansr′. ∃XY = Z | F(XY , r′)−Des(∧Y, r′X) ≤ 0. Soitr0 la base de donńees d́eduite
der′ en replaçant toutes les valeurs manquantes par une valeur absente, soitmv(r0) = r′.
Dansr0, la d́esactivation est nulle carr0 est compl̀ete, et le calcul deF(XY , r0) donne
le même ŕesultat que dansr′ où il est effectúe avec les fŕequences des attributs présents.
F(XY , r0) est donc nulle etZ n’est pask-libre dansr0 : contradiction. �

Dans une base incomplète, tous les motifsk-libres d́ecouverts sontk-corrects et
chaque motifk-libre dans toute complétion de cette base est couvert par cette définition.

3.4 Propriétés de lak-libert é dans les bases incomplètes

Les notions dek-liberté et dek-dépendance ne sont pas complémentaires : certains
motifs ne seront nik-libres nik-dépendants car il est parfois impossible de décider s’ils
sont pŕesents ou pas dans un objet. La table ci-dessous détaille le calcul de la 1-liberté
pour le motifa4a7. Ce motif n’est ni1-libre, ni 1-dépendant.

X Y F(XY , mv(r)) |DES(∧Y, mv(r)X )| |DES(X, mv(r))| 1-libre ? 1-dépendant ?
a4 a7 1 1 1 1 − 1 ≯ 0 : non 1 + 1 6= 0 : non

a7 a4 1 1 1 1 − 1 ≯ 0 : non 1 + 1 6= 0 : non

Nous donnons maintenant une propriét́e capitale pour le d́eveloppement d’algorithmes
d’extraction des motifsk-libres. Elle concerne l’(anti)monotonie des nouvelles définitions
pour lak-liberté. A priori, la k-liberté n’a pas de bonne propriét́e. Ce n’est pas le cas
pour lak-dépendance :

Théorème 3 (Monotonie de lak-dépendance)
La propriété de k-dépendance est monotone, i.e. pour tout motif Z et toute base de
données r′, Z ⊆ Z ′ ⇒ (kDepdt(Z, r′)⇒ kDepdt(Z ′, r′))

Preuve : SoitZ un motif k-dépendant. Alors∃XY = Z, F(XY , mv(r)) +
|DES(X, mv(r))| = 0 soit F(XY , mv(r)) = 0 et |DES(X, mv(r))| = 0.
F(XY , mv(r)) = 0 signifie que pour tout objeto ∈ O, X ⊆ o ⇒ Y ∩ o 6= ∅. A
fortiori , X ⊆ o ⇒ aY ∩ o 6= ∅ pour touta ∈ A, doncF(XaY , mv(r)) = 0. Par
induction sur tous les attributs deZ′\Z, on d́eduit queZ′ estégalementk-dépendant. �

Grâceà ce ŕesultat, le cadre des algorithmes par niveaux d’extraction sous contrainte
antimonotone est exploitable, en utilisant la négation de la contrainte dek-dépendance.
Nous avons ŕealiśe un algorithme appelé MV-k-miner , qui extrait par niveaux des
motifs qui ne sont pask-dépendants mais ne présente finalement̀a l’utilisateur que les
motifsk-libres. Il est d́etaillé par l’algorithme1 d’extraction, un classique parcours par
niveau de l’espace de recherche, et par l’algorithme2 de ǵeńeration des candidats.
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Données: une base incomplètemv(r), une fŕequence minimumγ et k un entier na-
turel (fixe la profondeur des règles)

Résultat : l’ensembleS des motifs v́erifiantkLibre
Dl est l’ensemble des motifs de longueurl, k-dépendants ou non fréquents ;
l = 1 ; initialiserCand1 avec la liste des singletons ;
r épéter
Dl = {X ∈ Candl t.q. kDepdt(X, mv(r)) ∨ ¬frequent(X, mv(r))} ;
Sl = {X ∈ Candl\Dl | kLibre(X, mv(r))} ;
géńerer les candidats dansCandl+1 (cf. algorithme2);
l = l + 1 ;

jusqu’ à Candl = ∅;
retournerS =

⋃
l Sl ;

Algorithme 1 –MV-k-miner - extraction de motifsk-libres.

Données: un ensembleSl de motifsk-libres de longueurl
Résultat : l’ensembleCandl+1 des motifs candidats̀a la v́erification dekDepdt

pour chaque candidatZ, géńeré par fusion de deuxk-libres ayant un pŕefixe
commun de longueurl − 1 faire

début
vérifier que lesZ ′ ( Z de longueur|Z| − 1 sontk-libres ;
construire l’arbre des motifsX et leurs fŕequences tels que|Z\X| ≤ k ;
pour chaqueX de l’arbre, calculer la somme alternée des fŕequences de tous
ses sur-ensembles, qui constitue une version préliminaire
σ(X, Y ) =

∑
∅⊆J(Y (−1)|J|F(XJ) de la borne deF(Z) ;

calculerσ(X, Y )− |DES(∧Y, mv(rX))| etσ(X, Y ) + |DES(X, mv(r))| ;
mémoriser le minimum des bornesσ(X, Y ) + |DES(X, mv(r))| pourF(Z) ;
en cas d’́egalit́e des bornes, refuser le candidat ;

fin
fin

Algorithme 2 – Ǵeńeration des candidats de longueurl + 1.

4 Expérimentations sur des donńees de l’UCI

Nous avons reproduit les expériences de la section2.2(introduction de valeurs man-
quantes dans des basesr de l’UCI selon une loi uniforme) et mesuré, proportionnel-
lementà la base complète, le nombre de motifs3-libres obtenus avecMV-k-miner
dans la base incomplètemv(r). Les ŕesultats sont reportésà la figure3. Pour des rai-
sons de place, seuls les graphiques correspondant aux basessolar-flare et zoo
sont indiqúes. Cependant, les résultats mesurés dans d’autres bases confirment les ten-
dances sur ces exemples. Le temps pour une extraction est de l’ordre d’une dizaine de
secondes.

Comme pŕevu, notre ḿethode retrouve une quantité faible de motifs en fonction du
nombre de valeurs manquantes. En effet, chaque motif extrait estk-correct dans toute
compĺetion possible de la base de calcul et il y a un nombre de complétions exponen-
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FIG. 3 – Proportion des3-libres extraits dans la base incomplète. La base complète
détermine la ŕeférence des 100 %.

tiel en nombre de valeurs manquantes. Pour autant,MV-k-miner ne calcule que des
motifsk-corrects. Dans un contexte de fouille de données qui produit ǵeńeralement de
grandes quantités de motifs, cet argument est déterminant car il assure que chaque motif
découvert serait́egalement d́ecouvert dans toute complétion de la base disponible. Les
déĝats induits par les valeurs manquantes sont ainsiévités et ce ŕesultat ouvre la voie
aux usages des motifsk-libres cit́esà la section2.1.

5 Conclusion

Nous avons proposé une d́efinition pour la propríet́e dek-liberté dans une base de
donńees incompl̀ete. Les motifs extraits selon nos préconisation sontk-corrects dans
toute compĺetion de la base de calcul, ce qui permet d’éviter les d́eĝats cauśes par les
valeurs manquantes. Nos perspectives concernent d’une part la contribution au large
domaine de la classification supervisée, d’autre part la combinaison de cette technique
d’extraction avec une ḿethode de d́ecision utilisant des règles ǵeńeraliśees, dans le but
de compĺeter les valeurs manquantes.
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